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7 種々の方程式の問題 
49 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }33213972 223 ++-+-=---+-+ mxmxxmxmxmx より， 

( ) ( ){ } 03321 2 =++-+- mxmxx  

 よって， ( ) 03322 =++-+ mxmx が 1 以外の異なる 2 つの正の解をもてばよい。 
この 2 つの解を ba , とすると， 0,0 >>+ abba  

よって，解と係数の関係より， ( ) 032 >-- m ， 03 >+m  33 <<-\ m  ・・・① 

判別式をDとすると，異なる 2 実数解をもつから， 

( ) ( )( ) 06133
4

2 >--=+--= mmmmD
 1<\m または m<6  ・・・② 

1=x は解ではないから， ( ) 031321 ¹++×-+ mm  
3
2

¹\m  ・・・③ 

mは①，②，③を同時に満たすから， 1
3
2,

3
23 <<<<- mm  

50 

(1) 

 xyxzyz
zyx

xyz ++=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
++

111
 ・・・① 

 14
4
78111
=×=÷÷

ø

ö
çç
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xyz  ・・・② 

 ①，②より， 14=++ zxyzxy  

(2) 
 zyx ,, は正の数だから 0>++ zyx  

また， 21222 =++ zyx ， 14=++ zxyzxy  

よって， 

( ) ( )

49
14221

22222

=
×+=

+++++=++

　　　　　

　　　　　

zxyzxyzyxzyx
 

 7=++\ zyx  

(3) 
 7=++ zyx ， 14=++ zxyzxy ， 8=xyz より， 

 x， y， z ( )zyx ££ は tの 3 次方程式 08147 23 =-+- ttt の解である。 

 ( )( )( )4218147 23 ---=-+- tttttt より， ( )( )( ) 0421 =--- ttt  
 よって， ( ) ( )4,2,1,, =zyx  
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 虚数解を pi ( )0¹p とすると， ( ) ( ) ( ) 013 23 =+++- apiapipi  

 これと， 

( ) ( ) ( ) ( )
( ){ }ipapap

apiapipapiapipi

+--+=

++++-=+++-

13

1313
32

2323

　　　　　　　　　　　　
 

 より， 

 03 2 =+ ap  ・・・① 

 ( ) 013 =+- pap  ・・・② 

 ①より， 23pa -=  ・・・③ 

 これを②に代入し pについて整理すると， 04 3 =- pp より， 0
4
14 2 =÷
ø
ö

ç
è
æ -pp  

 0¹p より，
4
12 =p  

 よって，③より，
4
3

-=a  

52 

(1) 

 p=
27
28

とおくと， 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
þ
ý
ü

î
í
ì

--+-+-=

-++-+---+=

þ
ý
ü

î
í
ì

-++-
þ
ý
ü

î
í
ì

+-
þ
ý
ü

î
í
ì

--
þ
ý
ü

î
í
ì

+=

þ
ý
ü

î
í
ì

--+=

3
1

3
1

3
1

3
1

3
2

3
1

3
1

3
2

2

3
1

3
1

3
12

3
13

3
13

3
1

3

3
1

3
1

3

111132

11311311

11311311

11

pppp

pppppp

pppppp

pp

　　

　　

　　

a

 

( )

a

a

a

a

a

-=

×-=

÷
ø
ö

ç
è
æ×-=

÷
ø
ö

ç
è
æ --=

--=

2
3
132

27
132

1
27
2832

132

3
1

3
1

3
1

2

　　

　　

　　

　　

　　 p

 

 よって， 023 =-+ aa  

 ゆえに，整数を係数とする 3 次方程式 023 =-+ xx はa を解にもつ。 
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(2) 

 ( )( )212 23 ++-=-+ xxxxx より， ( )( ) 021 2 =++- xxx  
2

71,1 ix ±-
=\  

 a は 023 =-+ xx の実数解だから， 1=a  
53 

 6,2 33 =+= baab とおくと， 

( )( )( )22

3333 366

wwww baxbaxbax

baabxxxx

++++++=

++-=+-

　　　　　
 

より，方程式の解は ( ) wwww bababax ----+-= 22 ,,  

ここで， 6,2 33 =+= baab を満たす ba, を求めると， 2=ab より， 833 =ba  

よって， 33 , ba は方程式 0862 =+- tt すなわち ( )( ) 042 =-- tt の 2 解である。 

ゆえに， ( ) ( ) ( )333333 2,4,4,2, =ba  

 よって， 23332333 42,42,42 wwww ------=x  

補足 

( )( )
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54 

解法 1 

 条件より， 3234 ++++ cxbxaxx は ( )( )31 -- xx を因数にもつから， 

( )( )( )1313 2234 ++--=++++ dxxxxcxbxaxx  ・・・① と表せ， 

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) 343444131 2342 +-+-+-+=++-- xdxdxdxdxxxx より， 

4-= da  ・・・② 

したがって， 03234 =++++ cxbxaxx の実数解が 1 と 3 だけになるのは，①より， 
以下の場合が考えられ，それぞれの場合について， aの値の範囲を求めることにする。 

(i) 12 ++ dxx と ( )( )31 -- xx が恒等式の場合 

 ( )( ) 3431 2 +-=-- xxxx より， 12 ++ dxx と ( )( )31 -- xx は恒等式ではない。 

よって，不適 

(ii) 12 ++ dxx と ( )21-x が恒等式の場合 

 ( ) 121 22 +-=- xxx より， 2-=d  

 よって，②より， 6-=a  
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(iii) 12 ++ dxx と ( )23-x が恒等式の場合 

 ( ) 963 22 +-=- xxx より， 12 ++ dxx と ( )23-x は恒等式ではない。 

よって，不適 

(iv) 012 =++ dxx が実数解をもたない場合 
 判別式をDとすると， 0<D  

 また， 42 -= dD および②より， 

 

( )
( ){ } ( ){ }
( )( )26

2424
44 2

++=
-+++=

-+=

aa
aa

aD

　

　  

 よって， ( )( ) 026 <++ aa  

 ゆえに，整数 3,4,5 ---=a  

 以上より， 3,4,5,6 ----=a  

 よって， aの最大値と最小値は，それぞれ 3- と 6-  

解法 2 

 ( ) 3234 ++++= cxbxaxxxP とすると， 
条件より， ( ) 041 =+++= cbaP  ・・・①  ( ) 08439273 =+++= cbaP  ・・・② 

 ①，②から cを消去し， aとbの関係式を求めると， 124 -=+ ba  ・・・③ 

 ( )xP は ( )( )31 -- xx すなわち 342 +- xx を因数にもつから， 

 ( ) ( ) ( ){ }134434 22 ++++++-= baxaxxxxP  ・・・④ 
 したがって，④より， ( )xP の実数解が 1 と 3 だけとなるのは，以下の場合が考えられ，

それぞれの場合について， aの値の範囲を求めることにする。 

 (i) ( ) 13442 +++++ baxax と 342 +- xx が恒等式の場合 

  
î
í
ì

=++
-=+

3134
44

ba
a

 より， 22,8 =-= ba  

  これは③を満たさないから不適 

(ii) ( ) 13442 +++++ baxax と ( )21-x が恒等式の場合 

  ( ) 121344 22 +-=+++++ xxbaxax より，
î
í
ì

=++
-=+

1134
24

ba
a

 \ 6-=a ， 12=b  

  これは③を満たす。 

  よって， 6-=a  

(iii) ( ) 13442 +++++ baxax と ( )23-x が恒等式の場合 

  ( ) 961344 22 +-=+++++ xxbaxax より，
î
í
ì

=++
-=+

9134
64

ba
a

 \ 10-=a ， 36=b  

  これは③を満たさないから不適 

 (iv) ( ) 013442 =+++++ baxax が実数解をもたない場合 

  判別式をDとすると， 0<D  
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  また， 

  ( ) ( )13444 2 ++-+= baaD および③より， 

  

( ) ( )

( )( )62
128

131244
2

2

++=
++=

+--+=

aa
aa

aD

　

　  

  よって， ( )( ) 062 <++ aa  

  ゆえに， 26 -<<- a  
  これより，整数 3,4,5 ---=a  

 以上より， 3,4,5,6 ----=a  

 よって， aの最大値と最小値は，それぞれ 3- と 6-  

55 

(1) 

 ( )( ) ( ){ } xbxfaxxff --=- 2  

 ( ){ } bxxfa --2 の ( ) xxf - で割ると， 

 

( ){ } ( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ } ( )
( ){ } ( ){ }1

22

++-=
-++-=

--++-=--

axxafxxf
xxfxxfxxfa

xbaxaxxafxxfbxxfa

　　　　　　　

　　　　　　　  

 よって， ( )( ) ( ){ } ( ){ }1++-=- axxafxxfxxff  

 ゆえに， ( )( ) xxff - は ( ) xxf - で割り切れる。 

(2) 

 (1)より， 
( )( ) ( ){ } ( ){ }

( )( )1

1
222 +-+--=

++-=-

abaxxabxax

axxafxxfxxff

　　　　　
 

よって， 
( )( ) 0=- xxff が異なる 4 つの実数解をもつための必要十分条件は 

02 =-- bxax と 0122 =+-+ abaxxa それぞれが異なる 2 実数解もち，かつ共通解をもた

ないことである。 

異なる 2 実数解をもつための必要十分条件は判別式が正であることだから， 

満たすべき条件は， 

02 =-- bxax では，判別式 041 >+= ab  
0,0 >> ba より， 02 =-- bxax はこれを満たす。よって，異なる 2 実数解をもつ。 

0122 =+-+ abaxxa では，判別式 ( ) ( ) 03414 222 >-=+--= abaabaa  

よって， 034 >-ab  すなわち
4
3

>ab  ・・・① 

02 =-- bxax と 0122 =+-+ abaxxa が共通解a をもつとすると， 
02 =-- ba aa ， 0122 =+-+ abaa aa ， ( ) 121 222 ++--=+-+ aaaaa abaaabaa  
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より， 012 =+aa  
a2

1
-=\a  

これを 02 =-- ba aa に代入し，整理すると， 0
4
3

=- b
a

 
4
3

=\ab  

よって，共通解をもたない条件は
4
3

¹ab  ・・・② 

①かつ②より，求める条件は
4
3

>ab  

56 

解法 1：解と係数の関係から求める 
 Aを ( ) 0=xf の複素数解とすると， 

 ( ) 023 =+++= cbAaAAAf  

 

( ) ( ) ( )

0
0

23

23

23

=
=

+++=

++==

+++=

　　　

　　　

　　　

　　　

cbAaAA

cAbAaA

cAbAaAAf

 

 よって，共役複素数 Aも ( )xf の解である。 

 また， Aが虚数ならば AA ¹ ，実数ならば AA =  
 これと 3 次方程式の複素数解の数は，重解を 2 つの解とすると，3 であることから， 

( ) 0=xf は(B)より，互いに共役な 2 つの虚数解と 1 つの実数解をもつ。 

そこで，1 つの虚数解を qip + （ qp, は実数， 0>q ）とおき，これをa とし， 

実数解を b とすると， ( ) 0=xf の解はa すなわち qip + ，a すなわち qip - ， b の 3 つ。 

よって，解と係数の関係により， 

( ) ( ) ( ) baababaaabaa -+++++-= xxxxf 23  ・・・① 

また， 

( ) ( ) ( )

( ) ( )iqpqqpp

pqqipiqp

qippqiqipqip

2222

2233

3333

33

33

3

-+-=

-+-=

+++=+=

　　

　　

a

 

( ) ( ) ( )iqpqqpp 222233 33 ---==aa  

3b は実数だから，条件より， bb =3  1,0,1-=\b  ・・・② 
3a と ( )3a については， 
3a と ( )3a が実数ならば ( ) baa == 33  
3a と ( )3a が虚数ならば（ aa =3 かつ ( ) aa =3 ）または（ aa =3 かつ ( ) aa =3 ） 
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 そこで，条件を満たす 3 次式を ( ) baa == 33 ， aa =3 かつ ( ) aa =3 ， aa =3 かつ ( ) aa =3  

の 3 つの場合に分けて求めることにする。 

( ) baa == 33 の場合 

虚部 ( ) 03 22 =- qpq ( )0>q より， 03 22 =- qp  22 3pq =\  ・・・③ 

 これを実部 ( )22 3qpp - に代入すると， 38p-  b=-\ 38p  

 これと②より， 1,0,18 3 -=- p  

よって， ( ) ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ -÷

ø
ö

ç
è
æ-=

2
1,1,0,0,

2
1,1, pb  

( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ-=

2
1,1, pb のとき 

③より，
4
32 =q  

2
3

=\q ( )0>q  

   よって， ( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
--+= 1,

2
3

2
1,

2
3

2
1,, iibaa  

   これを①に代入し計算することにより， ( ) 13 += xxf  ・・・④ 
  ( ) ( )0,0, =pb のとき 

②より， 0=q となり， qip ± が虚数であることに反する。よって，不適。 

( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ -=

2
1,1, pb のとき 

②より，
4
32 =q  

2
3

=\q  

   よって， ( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
--+-= 1,

2
3

2
1,

2
3

2
1,, iibaa  

   これを①に代入し計算することにより， ( ) 13 -= xxf  ・・・⑤ 

aa =3 かつ ( ) aa =3 の場合 

( )22 3qppp -= かつ ( )223 qpqq -= が成り立つ。 

( )22 3qppp -= において， 0=p とすると， ( )223 qpqq -= は 3qq -= となる。 

ところが 0>q より， 3qq -= は成り立たない。よって，不適。 

ゆえに， 0¹p で，このとき， 0¹q より， 13 22 =- qp かつ 13 22 =- qp  
4
12 -=\q  

qは実数だから，不適。 

aa =3 かつ ( ) aa =3 の場合 

( )22 3qppp -= かつ ( )223 qpqq -=- が成り立つ。 

( )22 3qppp -= において， 

0=p とすると， ( )223 qpqq -=- より， 3qq =  \ 1=q  ( )0>q  
これと②より， ( ) ( ) ( ) ( )1,,,0,,,1,,,, iiiiii ----=baa  
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それぞれ①に代入し計算することにより， 

( ) 1,,1 23323 -+-++++= xxxxxxxxxf  ・・・⑥ 

  0¹p とすると， 13 22 =- qp かつ 13 22 -=- qp  
2
12 -=\q  

qは実数だから，不適。 

 よって，条件を満たす 3 次式は，④，⑤，⑥より， 

 1,1,,1,1 2323333 -+-++++-+ xxxxxxxxxx  

解法 2：因数の積にして求める 
 Aを ( ) 0=xf の複素数解とすると， 

 ( ) 023 =+++= cbAaAAAf  

 

( ) ( ) ( )

0
0

23

23

23

=
=

+++=

++==

+++=

　　　

　　　

　　　

　　　

cbAaAA

cAbAaA

cAbAaAAf

 

 よって，共役複素数 Aも ( )xf の解である。 

 また， Aが虚数ならば AA ¹ ，実数ならば AA =  
 これと 3 次方程式の複素数解の数は，重解を 2 つの解とすると，3 であることから， 

( ) 0=xf は(B)より，互いに共役な 2 つの虚数解と 1 つの実数解をもつ。 

 そこで，虚数解を aa , ，実数解を b とすると， 

 3b は実数だから，条件より， bb =3  1,0 ±=\b  ・・・① 
3a と ( )3a については， 
3a と ( )3a が実数ならば ( ) baa == 33  
3a と ( )3a が虚数ならば（ aa =3 かつ ( ) aa =3 ）または（ aa =3 かつ ( ) aa =3 ） 

 そこで，条件を満たす 3 次式を ( ) baa == 33 ， aa =3 かつ ( ) aa =3 ， aa =3 かつ ( ) aa =3  

の 3 つの場合に分けて求めることにする。 

 ( ) baa == 33 の場合 
  ①より， 1,1,0 -=b だから， 

  0=b のとき 

0==aa より，a が虚数であることに反するから不適。 
  1=b のとき 

13 =a すなわち 013 =-a より， ( )( ) 011 2 =++- aaa  

012 =++ aa の解は
2

31 i±-
だから， 

aa , を解にもつ 2 次方程式は 012 =++ xx  
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また， 1=b を解にもつ 1 次方程式は 01=-x  

よって，これらを解にもつ 3 次方程式は ( )( ) 011 2 =++- xxx  

すなわち 013 =-x  ・・・② 
  1-=b のとき 

1=b のときと同様にして，3 次方程式は 013 =+x の解 ・・・③ 

 ( ) aaaa == 33 , の場合 

  ( )( ) 0113 =-+=- aaaaa より， 1,0 ±=a  

  a が虚数であることに反するから不適 

 ( ) aaaa == 33 , の場合 

  
( )3

3

a
a

a
a

= より，
( )2

2 1
a

a =  

よって， ( ) 122 =aa すなわち ( ) 12 =aa  1±=\ aa  

ここで， qip +=a （ qp, は実数， 0¹q ）とおくと， 022 >+= qpaa  

よって， 1=aa  

よって， aa =3 を aaa =4 と変形することにより， 14 =a  
これより， ( )( ) 011 22 =-+ aa  i±=\a  

よって， aa , は 012 =+x の解 
また，①より， b を解にもつ 1 次方程式は 01,0 =±= xx  

よって，条件を満たす 3 次方程式は ( ) ( )( ) 011,01 22 =+±=+ xxxx  

すなわち 01,01,0 23233 =-+-=+++=+ xxxxxxxx  ・・・④ 

以上より，条件を満たす 3 次式は，②，③，④より， 

1,1,,1,1 2323333 -+-++++-+ xxxxxxxxxx  


